
８１班 完全数のあまりにもすばらしい法則性がある 
～一面的な完全って、本当に完全なのかな～ 

要旨 
自身を除いた約数の和を次の項とする数列(アリコート数列)の法則性や、それ

に関する事項(完全数や aspiring number など)についての性質及び法則性につ

いて研究し、アリコート数列の前項に関する定理や完全数を自然数で割ったあ

まりについての定理を発見した。 

 

研究の背景・目的・意義 
アリコート数列は性質上、一般項を出すのが難しく、直接求める以外の方法で

収束または循環を示す方法が発見されていない。また、収束のパターンとして

挙げられる完全数や友愛数に関しても、未解決な事柄が多い。そこで、完全数

やアリコート数列に関する定理を新しく示すことで、これらに関係する未解決

問題を解決するための手がかりになるのではないかと考え、研究した。 

 

仮説 
現在発見されている偶数完全数を様々な自然数で割る実験を行い、その結果か

ら、「ある自然数𝑛について、偶数完全数を𝑛で割ったあまりについて法則性が

見られるような𝑛が存在する。また、その𝑛についても法則性がある。」という

仮説をたてた。(以下、仮説①とする。) 

また、6 の aspiring number やその前項について調査した結果から、「アリコー

ト数列の任意の項𝑎𝑛について、その前項𝑎𝑛−1に、𝑎𝑛の値による存在条件及び存

在範囲が存在する。」という仮説をたてた。 

(以下、仮説②とする。) 

定義 

𝜎(𝑛) ≔ ∑ 𝑑

𝑑|𝑛

 (𝑛, 𝑑 ∈ ℕ) 

メルセンヌ素数 ≔ 2𝑛 − 1の形で表される素数 (𝑛 ∈ ℕ) 

アリコート数列 ≔ 任意の項𝑎𝑛について，𝑎𝑛+1 = 𝜎(𝑎𝑛) − 𝑎𝑛を満たす整数列。

(𝑎𝑛 = 0 のとき,𝑎𝑛+1は定義されない。) 

また,アリコ―ト数列{𝑎𝑛}について,それに関する数を以下のように定義する。 

完全数 ≔ 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1を満たす項𝑎𝑛 

aspiring number ≔ 𝑎𝑛+1が完全数となる項𝑎𝑛 



約数和分解 ≔ 自然数𝑛を㋐のように変形し、その𝑚1 , 𝑚2 , ⋯ 𝑚𝑘の組としてあり得る自

然数の組の集合𝑁1, 𝑁2, ⋯ , 𝑁𝑎をつくること。 

𝑛 = 1 + 𝑚1 + 𝑚2 + ⋯ + 𝑚𝑘  ⋯ ㋐ 

(𝑚1 , 𝑚2 , ⋯ 𝑚𝑘 , 𝑛 ∈ ℕ, 1 < 𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ < 𝑚𝑘 ) 

定理 

① 整数𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦について,ある正の整数𝑚を法として,  

𝑥 ≡ 𝑦 ⟹  𝑎𝑥 + 𝑏 ≡ 𝑎𝑦 + 𝑏 

また，自然数𝑘について， 

𝑎 ≡ 𝑎2   ⟹   𝑎 ≡ 𝑎𝑘 

② 2𝑛 − 1 が素数 ⟹  𝑛は素数 (𝑛 ∈ ℕ) 

③ 2𝑛 − 1 が素数 ⟺  2𝑛−1(2𝑛 − 1)は偶数完全数   (𝑛 ∈ ℕ) 

発見した命題の証明 
命題 1 

集合𝑋を以下のように定義する。 

𝑋 = {𝑥 ∈ ℕ, 𝑥|72} 

また，𝑀𝑝を 6 でも 28 でもない偶数完全数とすると, 

𝑋の任意の要素𝑥について,以下の式が成立する。 

𝑀𝑝 ≡ −8 (𝑚𝑜𝑑 𝑥) 

〈証明〉 

𝑥は 72 の約数なので，72 ≡ 0 ⟺ 64 ≡ −8 (𝑚𝑜𝑑 𝑥 )   

つまり，(−8)2 ≡ −8が成立するので，定理①より −8 ≡ (−8)𝑚 (𝑚𝑜𝑑 𝑥 )  

特に，64 ≡ 64𝑚 (𝑚𝑜𝑑 𝑥 ) が成立。(𝑚 ∈ ℕ) 

 

𝑓(𝑛) = 2𝑛−1(2𝑛 − 1)とし，以下，断り書きのない合同式は𝑥を法とする。 

定理②より，2𝑛 − 1が素数 ⟹ 𝑛は素数 

定理③より，2𝑛 − 1が素数 ⟺  𝑓(𝑛)は偶数完全数 

𝑛 = 2 ⟺ 𝑓(𝑛) = 6 , 𝑛 = 3 ⟺ 𝑓(𝑛) = 28より，𝑛 = 2,3のときは考えなくてよい。

したがって，𝑛が素数のとき，𝑛 = 5, 6𝑘 + 1 , 6𝑘 + 5  (𝑘 ∈ ℕ) 

(1) 𝑛 = 5のとき   𝑓(5) = 24(25 − 1) ≡ −8  

(2) 𝑛 = 6𝑘 + 1のとき 

𝑓(6𝑘 + 1) = 26𝑘(26𝑘+1 − 1) ≡ −8(−8 ∙ 2 − 1) = 64 ∙ 2 + 8 ≡ −8 ∙ 2 + 8 = −8  

(3) 𝑛 = 6𝑘 + 5のとき 

  𝑓(6𝑘 + 5) = 26𝑘+4(26𝑘+5 − 1) ≡ −8 ∙ 16(−8 ∙ 32 − 1) ≡ −8 ∙ 8 + 8 ∙ 16 ≡ −8 

(1),(2),(3)より，題意は示された。                   ∎ 

特に，𝑥 =1,2 のとき，𝑀𝑝=6,28 𝑥 = 3,4,6,9,12,36のとき, 𝑀𝑝=28 でも成立。 



 
命題2 

𝑛 − 1 が素数 ⟹  𝑘∃  𝑠. 𝑡. 𝜎(𝑘) − 𝑘 = 𝑛 (𝑛, 𝑘 ∈ ℕ) 

 

〈証明〉 

𝑛 − 1は素数なので，(𝑛 − 1)2の約数は 1, 𝑛 − 1, (𝑛 − 1)2 のみ。 

∴   𝜎{(𝑛 − 1)2} − (𝑛 − 1)2 = {1 + (𝑛 − 1) + (𝑛 − 1)2} − (𝑛 − 1)2 
                = 𝑛                      ∎ 
命題３ 

𝑆≔非負整数𝑎, 𝑏を用いて2𝑎 × (1 と2𝑏でない平方数)で表される自然数の集合 

また、自然数𝑛が偶数であることを𝑛: 𝑒𝑣𝑒𝑛,奇数であることを𝑛: 𝑜𝑑𝑑と表記する 

𝜎(𝑘) − 𝑘 = 𝑛が成立し、𝑛: 𝑜𝑑𝑑ならば、 

(𝑘 = 2𝑚) ∨ (𝑘: 𝑜𝑑𝑑 ∧ 𝑘 ∉ 𝑆) ∨ (𝑘: 𝑒𝑣𝑒𝑛 ∧ 𝑘 ∈ 𝑆) (𝑚 ∈ ℕ) 

〈証明〉 

対偶の命題を示す。すなわち、𝜎(𝑘) − 𝑘 = 𝑛であるとき、 

(𝑘 ≠ 2𝑚) ∧ (𝑘: 𝑜𝑑𝑑 ∧ 𝑘 ∉ 𝑆) ∧ (𝑘: 𝑒𝑣𝑒𝑛 ∧ 𝑘 ∈ 𝑆)  ⟹ 𝑛: 𝑒𝑣𝑒𝑛 

を示す。 

ただし,𝑘: 𝑒𝑣𝑒𝑛と𝑘: 𝑜𝑑𝑑は同時に成立しないため、以下の２つの場合を考える。 

(1) (𝑘 ≠ 2𝑚) ∧ (𝑘: 𝑜𝑑𝑑 ∧ 𝑘 ∉ 𝑆)  (2) (𝑘 ≠ 2𝑚) ∧ (𝑘: 𝑒𝑣𝑒𝑛 ∧ 𝑘 ∈ 𝑆) 

𝑘 = 𝑝1
𝑒1 ∙ 𝑝2

𝑒2 ∙  ⋯ ∙ 𝑝𝑡
𝑒𝑡とする。(𝑝1, 𝑝2, ⋯ 𝑝𝑡は相異なる素数, 𝑒1, 𝑒2, ⋯ 𝑒𝑡 ∈ ℕ) 

また、𝑃(𝑥) =    とする。 

このとき、𝜎(𝑘) = 𝑃(1) ∙ 𝑃(2) ∙  ⋯ ∙ 𝑃(𝑡)である。 

(1)𝑘: 𝑜𝑑𝑑 ∧ 𝑘 ∈ 𝑆のとき、𝑃(1), 𝑃(2), ⋯ , 𝑃(𝑡)はすべて奇数である。 

  (∵ 𝑘 ≠ 2𝑚より、𝑃(1), 𝑃(2), ⋯ , 𝑃(𝑡)はいずれも奇数個の奇数の和である) 

  ∴ 𝜎(𝑘): 𝑜𝑑𝑑であるため、𝜎(𝑘) − 𝑘: 𝑒𝑣𝑒𝑛 

(2)𝑘: 𝑒𝑣𝑒𝑛 ∧ 𝑘 ∉ 𝑆のとき、𝑃(1), 𝑃(2), ⋯ , 𝑃(𝑡)のうちいずれかは偶数である。 

（∵ 平方数でない数の約数は偶数個より、𝑃(1), 𝑃(2), ⋯ , 𝑃(𝑡)のいずれかは 

偶数個の奇数の和である) 

  ∴ 𝜎(𝑘): 𝑒𝑣𝑒𝑛であるため、𝜎(𝑘) − 𝑘: 𝑒𝑣𝑒𝑛 

(1),(2)より、題意は示された。                      ∎ 

 
 
 
 
 
 

∑(𝑝𝑥)𝑖

𝑒𝑥

𝑖=0

 



アリコート数列の前項について 
aspiring number の法則性や性質を研究した。 

(1)約数和分解を用いたアリコート数列前項の推定 

自然数𝑛の約数和分解によりできた集合𝑁1, 𝑁2, ⋯ , 𝑁𝑎の中に、ある自然数𝑚の正の約

数のうち𝑚自身を除いたものの集合𝑀と一致するものがあるならば、𝑚はアリコート

数列における𝑛の前項となりえる。約数和分解のパターン数は有限であるため、これ

を用いて、任意の整数のアリコート数列における前項の構成約数をすべて推

定できる。 

このことを用いて、コンピュータで自然数𝑛の約数和分解を列挙し、そのパターン

からアリコート数列の項𝑛の前項の候補を上限ありで列挙するプログラムを作成し

た。(コンピュータでは処理を簡単にするためにいくつかの結果に影響を及ぼ

さない条件を設ける。) 

(2)６の aspiring number とその前項の法則性 

 前述のプログラムを用いて、６の aspiring number は 25 のみであることを示した。 

 また、25 の前項の候補は 95、119、143 でそれらの前項の候補…というように調査

すると、異なる 2 つの素数の積で表される自然数が多く登場することに気づいた。 

(3)前項の存在範囲 

𝑛 = 1 + 𝑝 + 𝑞 (𝑝 < 𝑞, 𝑝, 𝑞は素数)とすると、𝑚 = 𝑝𝑞はアリコート数列の項𝑛の前項の

候補である。𝑞 = 𝑛 − 𝑝 − 1より、𝑚 = 𝑝(𝑛 − 𝑝 − 1) = − (𝑝 −
𝑛−1

2
)

2
+

(𝑛−1)2

4
 

この式から、𝑛の前項の候補は𝑝が
𝑛−1

2
に近ければ近いほど、前項𝑚は大きくな

ることがわかる。前述の 6 の aspiring number である 25 の前項の候補や、そ

の前項の候補でもこの傾向は見られた。 

 

結論 
命題１より、仮説①の立証は、おおむね達成されたといえる。 

命題 2,3 及び「アリコート数列の前項について」の内容より、仮説②の立証

は、おおむね達成されたといえる。 

今後の展望 
〈法とあまりについて〉 

72 の正の約数を法としたときに、偶数完全数の余りが3𝑛 + 1となる法則性があり、そ

こから法と剰余の関係について、72 の正の約数以外についても法則性を調べ、仮説①

をより深く研究していきたい。 
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